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1 Giéi han va héi tu

Khai niém gidi han ham s va su hdi tu |3 trung tam cla nganh Gidi Tich, ca c6 dién 1an hién
dai. La mét trong nhiing khai niém nén mdng clia Giai Tich, gidi han duoc ting dung nhiéu
trong viéc “lién tuc hda” ham sb, xap xi ham sb (ndi suy) va khao sat ham sb.

1.1 Gi6i thiéu gi6i han ham sb
Néu f 1a modt ham sb6 tr R — R thi

lim f(x) =L,

X—a

goi 1a “Gi6i han cla f(x) khi x tién téi a bang L". Diéu d6 c6 nghia rang néu ta chon céc gid
tri x rat gan nhung khéng bang a, thi f(x) sé rat gan vdi gid tri L; ngoai ra, f(x) cang lic
cang gan L hon néu x cang ldc cang gan a.

Vi du 1.1. Xét f(x) = x + 3. Khi dé:

lim f(x) =7.

xX—4

Vi néu ta thay cdc gid tri x gan véi 4 vao f(x) = x + 3 sé thu dudc céc gia tri gan véi 7.

Tuy nhién khdng phai khi nao phép thir truc tiép ciing mang lai két qua.

Vi du 1.2. Tinh giéi han

i x2 —2x
x@2 X2—4'
Thir thay x = 2 vao biéu thiic thu duoc
22_2x2 0
f2) = —— ==
(2) 22 _4 0’

mot ty sd khong cé nghia. Trong khi dé, néu thir thay cac gia tri x gan nhung khéng bang 2,
ta thu dugc bang 1 va nhan thay f(x) tién dan dén 0.5.

X f(x) X f(x)
3.000000 | 0.600000 1.999000 | 0.499875
2.500000 | 0.555556 1.990000 | 0.498747
2.100000 | 0.512195 1.900000 | 0.487179
2.010000 | 0.501247 1.500000 | 0.428571
2.001000 | 0.500125 1.000000 | 0.333333

Bang 1: Tim gi6i han bang cach thé gia tri x tién gan dén a.
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R6 rang khong phai ltc ndo gidi han ctia mét ham sb tai moét diém ciling ton tai, va khong
phai lic ndo ciing tim duoc bang cach thir truc tiép. DE xay dung cdc ly thuyét khao sat su
tdn tai va xac dinh gidi han, ta can modt dinh nghia chat ché vé Todn hoc cho khai niém nay.

Dinh nghia 1.3 (Gi6i han ctia ham s6). Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trong mot 1an can
cta a, sb thuc L hiu han dugc goi la giéi han clia ham s f(x) khi x — a néu:

Ve>0,30 >0:0< |[x—a| <0 = |f(x)—L|<e.

Dé& minh hoa cho dinh nghia trén, cling trd lai vi du 1.2. Xét biéu thuc

X —2
X+ 2

x+2 2

x2 —2x 1‘ B

m_E ', \V/X#z

X 1 ‘

Véi moi € > 0, chon 6 = min{2¢, 2}, khi d¢:

0<|x—2|<6 = |x+2|>4—|x—2|>4-6>2

Do dé
xX—2 x—2]  2¢
< — =
x+2 2 — 2
R . . , . . x2—2x | 1
Nhu vay theo dinh nghia 1.3, gi6i han cia ham so f(x) = 2 taix=21a 5

Mac du dinh nghia 1.3 cho ta biét gidi han 13 gi, n6é khong cho biét lam sao dé tim duoc gidi
han. Liéu cé xay ra trudng hop cé nhiéu gisi han khac nhau? Dinh ly sau khang dinh gidi
han néu ton tai la duy nhat.

Dinh ly 1.4. Néu L va L' déu 14 gidi han ctia ham s6 f khi x — a thi L = L'.

Luu y. Cac cach goi sau la tuong duong:

L 1a gi6i han cta ham sb f(x) khi x — a (x tién téi a).

>

>

L 13 gi6i han cta ham sb f(x) tai x = a.

L 1a gi6i han cta ham sb f(x) tai diém a.

>

f(x) tién t6i L (f(x) — L) khi x tién téi a (x — a).

>

1.2 Gi6i han mot bén va gidi han tai vé cung

Trong bang 1, c6 thé thiy f(x) tién gan t6i 1/2 ca khi x tién gan téi 2 tur phia bén tréi
(x < 2) va bén phai (x > 2). Néu f(x) chi tién gan t6i 1/2 khi x tiép can 2 tir mot bén thi
giéi han khoéng ton tai.

Trong nhiéu trudng hop, ta chi quan tam dén gia tri ca f(x) khi x tién dén a tir mot bén,
chang han nhu khi f chi xac dinh trén khodng (a, b). Khi do viéc khdng dinh giéi han khong
ton tai khong thé gilp ta két luan gi vé gid tri cla f(x). Do vy khai niém g¢i6i han mét bén
duoc ra doi.

Dinh nghia 1.5 (Gi6i han mot bén). Cho ham s6 f nhan gid tri trong R. Ta co:

2



Gidi han va hoi tu |

1. Néu f xac dinh trén (a—d, a) v6i d > 0 nao dé va ton tai L € R sao cho
Ve>0,30 >0:a—e<x<a = |f(x)—L| <k,

thi L dugc goi la gi6i han bén trdi cla f(x) tai a, ky hiéu L = lim f(x).

X—a—

2. Néu f xac dinh trén (a,a+ d) véi d > 0 nao dé va ton tai L € R sao cho
Ve >0,36 >0:a<x<a+e = |f(x)—L|<E¢,

thi L dugc goi la giéi han bén phai cla f(x) tai a, ky hiéu L = lim f(x).

x—at

Tuong tu nhu gidi han théng thudng, cac gidi han mot bén 1a duy nhat. Hon niia, khi ching
bang nhau, gidi han thuc su ton tai va bang gia tri chung cla gidi han 2 bén.

Tinh chat 1.6. /6i ham s6 f xdc dinh trén mét 1an can cua a, ta co

AL~ L7 = lim f(x)
) X—a~
JLeR:L=Ilmf(x) < <3LT: L+ = lim f(x)
X—a x—at
L= =1L"

Trong khao sat ham s6, nhiéu khi ta khéng chi quan tdm dén gid tri ctia ham tai mot diém
hitu han ma con tai 2 diém vé cuc. Ta md rong dinh nghia gidi han nhu sau:

Dinh nghia 1.7 (Gidi han tai vo cuing). Cho f(x) la mét ham sb xac dinh trén khoang (xg, 00).
Néu tdn tai mét sd thuc L sao cho

Ve>0:3A:Wx:x>A = |f(x)—L|<e.

Khi dé ta goi gidi han cta f(x) khi x — 400 1a L. Ky hieu L = lim f(x).

X—400

Nhan xét 1.8. C6 thé thay déi dinh nghia 1.7 mot chit dé cé dinh nghia gidi han tai am vo
cung.

Vi du 1.9 (Ham dau). Ham dau

X Kkhix#£0
sgn(x) = { x| :
0 khix=0

Dé thdy lim sgn(x) = —1 trong khi lim sgn(x) =1, do d¢ Iimosgn(x) khong ton tai.
X—

x—0~ x—0t

Vi du 1.10. Xét ham sb f(x) = sin g D& thay:
lim f(x) = lim f(x)=sin0=0.

X——00 X——+00

Nhung Iimof(x) khong ton tai.
X—r
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Hinh 1: Db thi ham sb y = sin (g)

Thuc chat, lim f(x) va lim f(x) déu khong ton tai!
x—0~ x—07F

1.3 Tinh lién tuc cia ham sé6
Cing nhu gidi han, khai niém lién tuc gilr vai tro trung tdm trong ca Giai Tich c6 dién 1an hién
dai. Ta chi quan tdm dén su lién tuc cltia ham thuc mot bién.
Dinh nghia 1.11 (Ham s6 lién tuc). Cho ham sb f xac dinh trén mot khoang 1an can cla a.
1. Ham sb f lién tuc tai x = a khi lim f(x) = f(a).
X—a

2. f lién tuc trén mot khoang/doan néu nd lién tuc tai tat ca cac diém trong khoang/doan
do.

Vi du 1.12. Ham sb f(x) = x? 4+ 2x + 1 lién tuc trén R.

1.4 Dinh ly gia tri trung gian
Dinh ly 1.13 (Dinh ly gia tri trung gian). Néu f la mét ham sé lién tuc trén khoang |a, b] va
néu y la mot sé nam giita f(a) va f(b) thi c6 mot sé ¢ vdi a < ¢ < b théa man f(c) = y.

Nhan xét 1.14. Dinh ly nay gidi thich cho cai tén “lién tuc”, mét ham s6 f lién tuc trén [a, b]
khi d6 thi clia né c6 thé vé bang mot nét lién tuc tur (a, f(a)) dén (b, f(b)).

Nhan xét 1.15. Néu f la moét ham s6 lién tuc trén khoang [a, b] va néu f(x) # 0 véi moi x
thudc khoang nay thi f(x) hodc duong véi moi a < x < b hodc am véi moi a < x < b.
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Hinh 2: Dinh Iy gia tri trung gian phat biéu rdng mot ham sb lién tuc phai dat ducc bat ki gid tri y nao
nam gitia f(a) va f(b) tbi thi€u mot 1an. Trong vi du nay c6 ba gid tri c ma f(c) = y.

Bai tap

Bai tap 1.1. Tinh cac giéi han sau:

(2) Jim, %@ (b) fim, 5x23i27j:i 39°
€ iy 55~ @ j
Bai tap 1.2. Cic ham sb6 sau c6 lién tuc khong?
(@) F(x) = - tren [-1,1] (mm@:{jﬂg ﬂiig trén

R.
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2 Pao ham va cuc tri ham so6

Khai niem dao ham ra doi khi cdc nha todn hoc quan tdm dén su tidng gidm va toc do tang
gidm cla ham s6. Dao ham duoc ting dung rong rai trong Vat Ly véi cac dai luong van toc,
gia tbc, cong, . ..

2.1 bDao ham

Dinh nghia 2.1 (Dao ham). Cho ham sb f xac dinh trén mot khodng (¢, d) va c < a < d.
Dao ham clia ham s6 f tai a |3 gia tri cla gidi han sau

F(x)—f
(a) = lim 1) =1
X—a X —a
f duoc goi 1a kha vi tai a néu gidi han trén ton tai.
f duoc goi la kha vi trén khoang (c, d) néu né kha vi tai moi diém a trén khoang (c, d).

Nhan xét 2.2. Ta thay x = a+ h vao giéi han trén va cho h — 0 thay vi x — a thu dugc
cbng thc:

. f(a+h)—"(a)
f'(a) = | .
(2) h@o h
Néu thay a bdi x va h bdi Ax céng thuic trén trd thanh

f(X-|—AX)—f(X).

F(x) = |
b = Jimy = Ax
Bat Ay = f(x + Ax) — f(x):
. Ay
Fl(x) = lim .
() = Jim ) Ax

Leibniz dé xudt mdt cach viét méi cho gidi han nay dudi dang
W _ i &Y
dx - Ax—0 AX’
Vi du 2.3. Xét ham sb f(x) = x>+ 2x + 3 trén R tai diém a= —1. Ta cé f(—1) =2 va
o f(x)—=f(-1) x4+ 2x+1 B
) I i R U A

Do vay f kha vi tai —1 va f/(—1) = 0.
Nhan xét 2.4. Néu ham sb f kha vi tai diém a thi né ciing lién tuc tai a.
2.2 Cac quy tac tinh dao ham - Chain Rule

Tinh chat 2.5 (Coéng thiic dao ham co ban). Vi moi ham sé u, v kh3 vi trén cing mot
khoang, ta co:
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L . d
1. Dao ham ctia hing sé bat ki luén béng 0: d—i —0.

a

2. Dao ham ctia x? vdi a la sé thuc bat ki:
3. Dao ham mét boi ctia ham sé: (cu)' = cu/'.

4. Pao ham cia téng (hiéu) hai ham s6: (u+v) =u £V
5. Dao ham cta tich hai ham s6: (u-v) =u -v+u-V',

u

, , . roodv—u-V
6. Dao ham cua thuong hai ham so: (—) =
v

2
Quy tic mat xich dugc dung dé tinh dao ham clia ham hop cta 2 hay nhiéu ham sé.

Tinh chit 2.6 (Dao ham cta ham hop). Néu f va g déu kha vi thi f o g ciing kha vi. Dao
ham cua f o g duoc cho bdi:

(Fog) (x) = f(9(x) g'(x).

Daty = g(x) vaz = f(y) thiz= (fog)(x). Khi dé dao ham cta z theo x chinh la dao
ham cua f o g. Dao ham cta z theo y la dao ham cua ham f va dao ham cua y theo x la dao
ham ctia ham g. Ta cé cach biéu dién ngan gon nhu sau:

= (o) (). G- =), G =),

Quy tac mac xich phat biéu mét cdach ngan gon la:

dz dz dy
dx dy dx’
Quy tac nay ciing ap dung cho ham sé 1a hop ctia nhiéu hon 2 ham.

Sneak peek: Bai tap 2.3 quan trong dé ban doc hiéu nén tang toan hoc dang sau thuat toan
Backpropagation ciia mé hinh Neural Network, mot trong nhitng mé hinh dugc nghién ctu
va ap dung nhiéu nhit trong Machine Learning.

Sneak peek: T4t cad cdc quy tic tinh dao ham & trén déu dudc ting dung trong cac chuong
trinh giadi todn thong dung hién nay nhu MATLAB, Maple hay Mathematica (phién ban
online: Wolfram Alpha). Céc chuong trinh nay dugc nap san cong thic tinh dao ham cua céc
ham so cip co ban nhu da thtc, sin, cos, liy thia, log, va dung cac quy tac trén dé tinh dao
ham cla nhitng ham so cap phuc tap hon.

2.3 Tinh tang gidam cia ham sé

Nhu da dé cap, khdo sat cac dao ham cho ta biét sy tang/giam va tbc doc ting/gidam cla
ham s6, do dé né ciing gitp ta tim cuc tri ham s6. Diéu nay dic biét c6 y nghia trong cac bai
todn toi uu hoa.
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Dinh ly 2.7. Cho ham sé f xdc dinh va lién tuc trén |a, b], kha vi trén (a, b). Khi do:

1. f'(x) >0, Vxe€(a b) <= f khéng giam trén doan |a, b].
2. f'(x) >0, Vxe€(a b) < f ting ngat trén doan |a, b].
3. f'(x) <0, Vxe(ab) <= f khong tang trén doan |a, b].
4. f'(x) <0, Vxe€(a b) < f gidm ngat trén doan |a, b].

Nhan xét 2.8. Néu f kha vi va f’ lién tuc trén |an can cla a va tai diém a, ta c6 f’ < 0 trén
(a—e,a)vaf’ >0trén (a,a+e¢) thi f/(a) =0 va f chuyén tur gidm sang ting tai a.

Mot bai todn c6 dién trong khdo st ham sé 1a xac dinh nhiing mién tidng va gidm cta ham sb.
Nhan xét trén cho thay bai todn nay cé thé quy vé viéc khdo sit dau cua dao ham.

Vi du 2.9. Xac dinh tinh tdng gidm cla cdc ham sb sau:

X |

1. y=

2.y =x3—3x.

X

1. Dao ham clia ham sb f(x) = 1/x=x"11a

1
f/(X) = —F
Dé thay dao ham nay luén am, nhung ham nay khong tdng néu ldy a= —1va b= 1;

1 1
a<hb, nhung —-=-1<1=-!
a b
Nguyén nhan la do dinh Iy 2.7 chi &p dung cho ham sb xac dinh trén mét khodng. Tuy
1
nhién, f(x) = > khong xac dinh trén khodng —1 < x < 1 vi nd khong xac dinh tai x = 0.

Diéu d6 dan tdi viec khong thé két luan f(x) = 1/x tang tir x = —1 dén x = 1 M3t
khac, ham sb nay xac dinh va kha vi trén khodng 0 < x < oo, do dé dinh ly 2.7 néi rang
1
f(x) = x gidm véi x > 0.
2. Xét ham sb y = f(x) = x3 — 3x. Dao ham clia n6 I3
f'(x) =3x> =3 =3(x—1)(x+1).

Tu dé ta thay
f'(x) >0 véi x < —1,
f'(x) <0 véi —1 < x <1,
f'(x) >0 véi x > 1.

Do dé ham f tang trén (—oo, —1), gidm trén (—1,1) va tang trén (1, oo).

2.4 Cuc dai va cuc tiéu

Dinh nghia 2.10 (Cuc dai).

8
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1. Mot ham sb c6 gid tri I6n nhat tai diém a thudéc mién xac dinh néu f(x) < f(a) véi moi x
thudc mién xac dinh cla f. Khi dé a la cuc dai toan mién cla f.

2. Mot ham s6 cé cuc dai dia phuong tai diém a thudc mién xac dinh néu c6 mét gia tri nho
d > 0 thda man f(x) < f(a) véi moi x v6i a —§ < x < a+ & thudc mién xac dinh cta f.

3. Thay dau < bdng dau > trong hai dinh nghia trén, ta dudc tuong ting dinh nghia clia cuc
ti€u toan mién va cuc tiéu dia phuong.

Trong nhan xét 2.8, diém a thuc chat 13 mot cuc dai dia phuong. C6 thé thay viéc tim cuc dai

dia phuong c6 thé théong qua gidi phuong trinh f/(x) = 0.

Dinh nghia 2.11 (Diém diing). Bat ki gia tri x nao ma f/(x) = 0 déu dugc goi la mot diém
dimg (stationary point) cia ham so .

Dinh ly 2.12. Gid st f la mgt ham kha vi trén doan [a, b]. Moi cuc dai hodc cuc tiéu dia
phuong ctia f hodc la mét dau miit cta doan [a, b], hodc la mét diém cé dinh cda ham sé f.

abs max

loc max

loc max

loc min

D Q----mmmmmm oo
S 05.

abs min

Hinh 3: M6t ham s6 xdc dinh trén doan [a, b] v6i mét gia tri nhd nhat, mot cuc tiéu va mot cuc dai &
trong, va hai cuc dai tai hai dau mut, mot trong chiing thuc chat 13 gia tri I6n nhat.

Néu f’(c) = 0 thi ¢ Ia mot diém cb dinh, va nd cd thé la cuc dai hodc cuc tiéu dia phuong.
Ta c6 thé xdc dinh tinh chit cla ¢ bdng cach nhan xét dau cla f'(x) véi x 1an can c.
Dinh ly 2.13 (Cach xac dinh cuc tri dia phuong).

* Néu trong mot khoang nhé (¢ —§,c+9) ta co f'(x) < 0 vdi x < c va f'(x) > 0 vdi
X > ¢ thi f ¢6 mét cuc tiéu dia phuong tai x = c.

* Néu trong mot khoang nhé (¢ —§,c+0) ta cd f'(x) > 0 vdi x < ¢ va f'(x) < 0 vdi
X > c thi f c6 mot cuc dai dia phuong tai x = c.

Nhan xét 2.14. Dinh ly 2.13 chi cé thé 4p dung khi cé su déi dau clia dao ham khi di qua
diém c. Mot diém c thda man f/(c) = 0 nhung khéng c6 su déi dau thi chua thé khang dinh
la cuc tri dia phuong!

Vi du 2.15. Ham s6 f(x) = x3 chi cé duy nhit mot diém cb dinh x = 0. Dao ham f/(x) = 3x?
khong déi dau tai x = 0, do dé chua thé xac dinh day cé phai cuc tri hay khéng.
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Thuc chat, x = 0 khong phai la cuc dai 1an cuc tiéu vi f(x) < £(0) véi x < 0 va f(x) > f(0)

véi x > 0.

Dinh nghia 2.16 (Diém yén ngua). Mot diém ¢ théa man f’(c) = 0 nhung khong phai la cuc
tri dia phuong clia f duoc goi |3 mot diém yén ngua (saddle point) clia f.

2.5 Tinh 16i 16m va dao ham bac hai

Dinh nghia 2.17 (Tinh 18i 16m). Cho ham sb f lién tuc trén [a, b].

1. M6t ham f 16i trén khodng (a, b) néu doan thang ndi mot cap diém bAt ki trén dé thi nam

phia trén phan dé thi gifta hai diém dé.

2. M6t ham f 16m trén khoang (a, b) néu doan thang ndi mot cdp diém bat ki trén do thi

nam phia dudi phan db thi gitta hai diém dé.

A

convex

A

not convex

Hinh 4: Néu mot ham s6 1a 16i thi tit cd day cung phai ndm phia trén dé thi. Néu né khong 16i thi mot

sb day cung sé cat hodc nam phia dusi do thi.

Doi véi 16p ham s6 kha vi bac hai (da s6 cac ham so cap thuong dung), dinh ly sau gidp viéc

xac dinh tinh 16i 16m tré nén dé dang.

Dinh ly 2.18. Cho ham sé f lién tuc trén [a, b] va kha vi bac 2 trén (a, b).

1. Mot ham sé6 f 16/ trén khodng (a, b) khi va chi khi f"(x) >0, Vx € (a,b).

2. Mot ham sé f 16m trén khodng (a, b) khi va chi khi f"(x) <0, Vx € (a,b).
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Dinh nghia 2.19 (Diém udn). Diém trén do thi ham sb £ ma tai d6 ”(x) déi dau dugc goi la
di€ém ubn (inflection point). Nhu vay néu c 1a diém udn thi f”(c) = 0 (khong cé chiéu nguadc
lai).

f'(@) >0
f"(z) <0

7
Hinh 5: Tiép tuyén cit dé thi tai moét diém udn.

Dinh ly 2.20 (Cach xac dinh cuc tri). Cho ham f lién tuc trén [a, b], kha vi bac 2 trén (a, b).
1. Néu c la mot diém cé dinh cia ham sé f va f"(c) < 0 thi f dat cuc dai tai x = c.
2. Néu c la mét diém cb dinh ctia ham s6 f va " (c) > 0 thi f dai cuc tiéu tai x = c.
3. Khéng cé két luan nao trong truong hop " (c) = 0.

Bai tap
Bai tap 2.1. Ching minh toan bd tinh chat phia trén, st dung dinh nghia cla dao ham.
Bai tap 2.2. Phat biéu va chiing minh céng thic dao ham cia tinh n ham sé:
F(x)=f(x) fi(x)-... f(x).
Bai tap 2.3. Phat biéu va chiing minh quy tac mat xich cho ham hop cla n ham sé:
F(x) = f(f(-- (fa(x))) - ).
Bai tap 2.4. Tinh dao ham ham sb
f(x)= m, —1<x<1.

Bai tap 2.5. Ngudi ta dang bom nudc vao mét qua béng hinh cau cé ban kinh va thé
tich 1an luot 13 R va V. Gid sl nudc dugc bom vao béng sao cho méi gidy ban kinh qua
béng tang thém 4cm. Hoi toc do gia ting thé tich clia qua béng khi ban kinh qua béng
dat 20cm.

Bai tap 2.6. Khao st va vé do thi ham so

=224

Bai tap 2.7. Tim hinh chii nhat c6 dién tich I6n nhat, biét chu vi clia né khdng déi va
bang 1.

11
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3 Nguyén ham va Tich phan

3.1 Tich phan - Dién tich phia du6i d6 thi

DéE hiéu rd y nghia tich phan, ta bat dau véi bai todn tinh dién tich phia dudi db thi.

Cho f 1a mot ham sb xdc dinh trén doan [a, b] va mang gid tri duong, néi mét cach khac do
thi ham sb nam phia trén truc x. Tinh dién tich phan dién tich ctia viing ndm gilfa truc hoanh,
dd thi ham sb y = f(x) va cdc truc tung y = ava y = b. Ta c6 thé tinh dién tich nay bdng
céch xap xi dién tich cla nhiéu hinh chii nhat nhé trén doan [a, b] bang cach chon cac sb
x1 < ... < Xp sao cho

a=Xxp< X1 <X < ..<Xpn_1<Xp=>b.

Nhiing s6 nay chia doan [a, b] thanh n doan nho

[x0,x1], [x1, %], o) [Xn—1,Xn],

voi do dai la

Axy = x1 —Xo, Ao = X0 — X1, ..., AXp = X5 — Xp—1
Trong mdi doan ta chon mét diém ci: trong doan dau tién ta chon xp < ¢; < xq, trong doan
thi hai ta chon x; < & < xo,..., trong doan con cubi cung ta chon x,—1 < ¢, < Xp.

Sau dé ta xac dinh n hinh chit nhat: hinh chir nhat thir k c6 day la doan [xx_1, x| trén truc
hoanh, chiéu cao la f(ck), v6i k =1,2,...,n.

Dién tich clia hinh chii nhat thir k 1a tich cha chiéu cao va do dai ddy, tic 1a f(cx)Axk. Tong
dién tich clia tat cd hinh chit nhat 1a:

R = f(c1)Axy + f(c)Axo + ... + f(cn) Axp.
Téng nay duoc goi la Téng Riemann (Riemann sum).

Bang mot sb cach phan chia hop ly (chia khodng, n 16n hon) cé thé cai thién xap xi nay.

Dinh nghia 3.1 (Tich phan). Néu f 1a mét ham sb xac dinh trén doan [a, b], ta phét biéu
rang

/baf(x)dX: l

nghia la tich phan “f(x) véi x tir a dén b" bang |, néu véi mdi € > 0 c6 thé tim moét § > 0
thoa man

[f(c1)Axi + f(e)Axo + ... + f(cn)Axp — 1] <€,

v3i moi cach chia ma tit cad cdc doan cé do dai dx, < 6.
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a=u1xp | Ty | Ta |, T3 | XTa | Ty ! b= x4
[&] [55] Ca Cyq Cs Cg
/ TN
>
a b

Hinh 6: Tinh dién tich mién giéi han bang téng Riemann
C6 thé gia tri tich phan tir a dén b cla f nhu mot gidi han cta tdng Riemann khi s6 cac hinh
chii nhat tién dén vo cling va do dai ddy cla chiing tién dén 0. Do dé, né ciing |1a duy nhéat:

Dinh ly 3.2. Néu | va I’ cing théa man diéu kién tich phan trong dinh nghia 3.1 thi | = I'.

3.2 Nguyén ham - Dinh ly co ban cua giai tich

Dinh nghia 3.3 (Nguyén ham). Mot ham s6 F dudc goi la mot nguyén ham cla f trén
khoang [a, b] néu F'(x) = f(x) véi mbi x thoa a < x < b.

1 1
Vidu 3.4. F(x) = §X2 va G(x) = §x2 — 2 la cac nguyén ham cua f(x) = x.

Nhan xét 3.5. Mot ham sb lién tuc luén cé vo s6 nguyén ham va cac nguyén ham déu khac
nhau mot hang sb.

Dinh ly 3.6 (Dinh Iy co ban cua giai tich). Cho f la mgt ham thuc lién tuc trén doan |a, b].

1. Cho F dugc xdc dinh trén [a, b], bdi
X
F(x) = / F(t)dt, Vx e [a b].
a
Khi dé ta c6 F lién tuc déu dan (uniformly continuous) trén doan [a, b], kha vi trén khodng

(a, b) va
F'(x) = f(x), Vxe€(ab).

13
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2. (Hé qud) VGi F 1a mot nguyén ham bat ki cua f, ta co:

C6 thé viét gon nhu sau

F(b) = F(a) = [F()]3= = [F()13 = F(x) |3 -

Nhan xét 3.7. Sir dung hé qua 2 cla dinh ly 3.6, chi can tim mét nguyén ham cla ham sb
can tinh tich phan, khéng can st dung ding ham & diéu kién 1. Diéu dé ciing dan téi khai
niém tich phan khong xac dinh sau.

3.3 Nguyén ham duéi dang tich phan khong xac dinh

Dinh Iy 3.6 néi rang dé tinh tich phan cla ham f trén doan [a, b] trudc tién ta can tim mot
nguyén ham F cta f. Nguyén ham thudng duoc biéu dién nhu sau:

F(x) = / f(x)dx

Vi du,

1 1
/x2:§x3—|—C, /sin5x: —gc055x—|—C,

Vi du 3.8 (Mot sb nguyén ham don gian).

1. )
/ n+1+C

2. /—:In|x|+C.
X

3. /eX:eX—i—C.

4 / _—+C

Tinh chat 3.9 (Cac tinh chat cla tich phan).

1 / dx—/f(x)dx+/g(x)dx
2 /cf(x)dx: c/f(x)dx.

3 / dx—/abf(x)dx+/bcfxdx

4 /a f(x)dx:—/ba F(x)dx.

Vi du 3.10. Tinh
2
| = / (6x° —2x~* — 7x)dx.
1
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n+1
Trudc tién can tim mot nguyén ham, st dung fx” = :+ T
6 -3 2\ |2
6 -3 2) |,
2
2 7
_ 6, 4,-3_".02
(x +3x 2x> 1
Thay s6 hai can vao thu duoc két qua
2 2
| = (2042273 _.22) —(1642.173-~.1?
+ 3 2 < + 3 2
601 11
12 6
623
12

3.4 Mot sb (ing dung ciia tich phan

Dién tich giira cac do thi

; L >
/ a Th_1 Tk b \

Dé thay phan dién tich gitra d6 thi cia 2 ham sb f va g 1a hiéu gitta phan I6n hon va phan nhd
hon.

Dinh Iy 3.11. Cho 2 ham sé f, g lién tuc trén doan [a, b] sao cho f(x) > g(x), Vx € (a,b).
Khi dé dién tich nam dudi dé thi cta f va trén doé thi cia g duoc tinh bang

b
[ 176 — ()] dx.

Thé tich vat ran

Dinh ly 3.12. Gi3 st vat can tim thé tich cé chiéu cao h, va tinh dudc dién tich mat cat
vudng goc véi dudng cao ting véi do cao x € [0, h] la A(x), khi do:

/Oh A(x)dx.
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Area = A(x)

Slice at height x

Chiéu dai ctia mot dudng cong

Dinh ly 3.13. Cho ham s6 f lién tuc trén [a, b] va kha vi trén (a, b). Chiéu dai cia dudng
cong do thi cta f tur a dén b duoc tinh theo:

L= /ab\/l—k(f’(x))de.

Chitng minh sé dudc danh cho ban doc.
Bai tap

Bai tap 3.1. Cho ham s6 f lién tuc khong am trén [0, a]. Goi A la mang mat phdng duac
giGi han bdi do thi clia f va cac doan thing ndi (£(0),0), (0,0), (0,a) va (a, f(a)).

16



1.4 A

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0 T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Tim céng thic tinh thé tich cla cdc hinh sau:
(a) Hinh khéi duoc tao bang cach xoay mang A quanh truc tung.
(b) Hinh khéi duoc tao bang cich xoay mang A quanh truc hoanh.

Bai tap 3.2. Tinh dién tich cia phan mat phang bi gi6i han bdi 2 db thi x> +x 4+ 1 va
2x 4 3.

Bai tap 3.3 (Kho). Chiing minh dinh ly 3.13. Ggi y: dung dinh nghia tich phan qua
téng Riemann.
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4 Ham so6 nhiéu bién
4.1 Ham s6 nhiéu bién

Dinh nghia 4.1 (Ham s6 nhiéu bién). Ham s6 f gan vao méi x € R” mot diém y € R™.

y = f(x).
Tap hop cla tat ca diém y |2 tap gia tri cha ham sb.

M®&i thanh phan clay = (y1, ..., ¥m) la mot ham trad vé gid tri thuc véi x € R", dugc viét dudi
dang y; = fi(x):

v = f(x),
o = fh(x),
y;ﬂ : fm (x) .

Néu viét ra tat ca thanh phan clia x = (xi, ..., xp) thi ham s6 ban dau cé thé dugc viét thanh
m ham sb cua n bién:

i = flx, ... xn),
o = fh(x ... xn),
_ym — fm(Xl, ...,Xn).

D6 thi clia ham sb 1a tAt ca cac cdp (x,y) véi y = F(x).

(Xt y+2z
n Xyz '

Vi du 4.2.

\h
< X

Z
xac dinh mét ham sb tir R3 dén R2.

Ta cling c6 thé viét f : R3 — R? dudi dang

hrd

hodc f(x,y,z) = (A(x.y.2), h(x.y.2)) = fi(x.y, 2)i + K(x,y, 2)].
Trong vi du nay, cac ham

X X
Aly ]l =x+y+zvabh|ly]| =xyz,
z z

dudc goi |a cdc ham thanh phan cua f va cé thé viét

-



4.2 Gi6i han, tinh lién tuc cia ham nhiéu bién

Dinh nghia 4.3 (Gi6i han). Xét mét ham s6 y = f(x) : R” — R™. Lay x0 = (x?, ..., x?) Ia
mot diém trong R” va y0 = (y9, ..., y2) 1a mét diém trong R™. Ta ndi ring y° 1a gi6i han
clia f khi x tién t6i x°

lim f(x) =y°,

x—x0

Ve >0,30 >0: ‘x—xol <6— ‘f(x)—yo’ <E.

Tuong tu véi ham mét bién, gidi han clia ham nhiéu bién, néu ton tai, 1a duy nhat.

Dinh ly 4.4. Néul val' la gidi han cia f khi x tién tJi X0, thit=1.

Dinh ly sau cho phép viéc xac dinh gii han ctia ham nhan gid tri trong R™ duoc quy vé xac
dinh gi6i han cta ham thuc nhiéu bién.

Dinh ly 4.5. Cho ham s6 f : R" — R™ sao cho

fi(x)
fx) — | P
fn(x)
voi f; : R — IR véi moi i. Khi do
l=(h. b -, Im) € R" = XIi_)n;Of(x) = = XIi_)rr;O fi(x), Vi<n.

Khai niém lién tuc cta ham nhiéu bién ciing 1a tdng quat tu khai niém cho ham mot bién.
Dinh nghia 4.6 (Tinh lién tuc ctia ham nhiéu bién). Ham s6 lién tuc tai x% néu

lim f(x) = f(x0).

x—x0

Ham s6 duoc goi |a lién tuc néu nd lién tuc tai moi diém trén mién xac dinh cta né.
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5 PDao ham cua ham nhiéu bién

Dé téng qudat héa tir dao ham cho ham mot bién l1én ham nhiéu bién, ta chi y téi cach hiéu
“Pao ham 1a sb do su bién thién ctia ham s6 theo chiéu truc x”. Nhu vay, néu ham mot
bién thi c6 mét truc x dé xem xét, con ham n bién thi c¢6 n truc. Do dé, ta du dodn “dao
ham” cla ham n bién phai I3 mét biéu thic phu thudc vao n “dao ham nhd”, méi “dao
ham nhd” thé hién su bién thién clia ham qua mot truc.

5.1 Dao ham riéng ctia ham sé thuc

Ta bat dau véi viéc xay dung khai niém dao ham cho ham thuc nhiéu bién

Dinh nghia 5.1 (Dao ham riéng). Cho f : R” — R 1a mét ham sb thuc n bién lién tuc trén
mot lan can cha diém x° = (x?, x5, -, x¥). Dao ham riéng theo x; cla f tai x° dugc tinh

theo cong thic sau:

FOQ x4 By o®) = F (e Xy, x0)

of .
g (XO> - Bx; - /!lino

NGi cach khac, £, (x°) la gid tri dao ham cla f tai x° khi coi nhing bién ngoai x; la hang sb.
Vidu5.2. Néu f(x,y) = x>+ xy +y3 — 1 thi fi(x,y) =2x+y, f,(x,y) = x + 3y2.

Nhan xét 5.3 (Dao ham riéng bac cao). C6 thé dao ham riéng fy, f,, theo x va y dé thu dugc
4 dao ham béc hai:
L A S R _ o
ox2' VT gy’ Y axay YT Bydx
Vi du 5.4. V6i f(x,y) = x* + x%y + y* — 1 nhu trén, khi d6

fix = 12x° 4 2y, fy =6y, fry = fyx = 2X.

5.2 Quy tiac mat xich cho ham nhiéu bién

Nhé lai quy tdc mat xich cho dao ham ham mot bién: néu f = f(u) va u = u(t) thi

df df du
1= du dt Quy tic mat xich téng quat cho ham sb n bién phat biéu nhu sau:

Dinh ly 5.5 (Quy tic mat xich cho dao ham toan phan). Cho ham sé kh3 vi f : R" — R va

cdc ham s6 kh3 vi x1, X2, - -+ , Xp : R = R déu 1a ham theo bién t, khi do:
df dxq dxo dxp
at =~ e ey dt +”'+fx”d_t'
Vi du 5.6. Xét f = f(x,y) véi x,y déu la cdc ham cla cung mot bién sb t: x = x(t), y =
y(t). Khi do:
df dx dy

gt gr g

20
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Néu f(x,y) = x>+ y? va x(t) = cost, y(t)=sint, ta co:

df _ . .
Fri 2x(t) - (—sint) +2y(t)-cost = —2costsint+2sintcost = 0.

Viét lai f theo t trudc rdi 1dy dao ham, ta cé:

F(), ¥ (1)) = (cos 1) + (sint)? =1 = S =0,

Vi du 5.7. Tuong tu dbi véi ham f(x,y,z) véi x = x(t), y = y(t), z=z(t) ta c6

df dx dy dz
T 2 e 2
gt g gt g
Trong truong hop cdc ham thanh phan cla x cé nhiéu hon mét bién, f sé la mdt ham nhiéu
bién, khi dé quy tdc mat xich dé tinh dao ham riéng theo tiing bién clia f nhu sau:

Dinh ly 5.8 (Quy tic mat xich cho dao ham riéng). Cho ham s6 kha vi f : R" — R va cdc
ham sb kha vi x1, %2, -+ , xp : R™ — R déu la ham theo cdc bién t1, ta, -+ , tm, khi do:
of 0xq 0xo Oxp

A b L}
+ ot g

— = f, — x [ ]_,2,...' .
ot; Lot 2 Ot; vied m}

Vidu5.9. Néu f =f(x,y,z) v6i x = x(s, t), y = y(s, t), z= z(s, t) thi

of Ox oy 0z

&—ﬁ('g+fy‘g+fz'&,
tuong tu

of ox oy 0z

Néu f(x,y) = x>+ y? — z2 Vi
x(s t) = 2 —t2
y(s, t) = 2st,
z(s, t) = s% + t2.

Khi do
of 3 2 2 3 2
g:2x-2s+2y-2t—2z-2s:(4s —4st°) + 8st” — (4s° +4st”) = 0.
of
a:—2><-2t+2y-2s—2z-2t:—(4s2t—4t3)+8521t—(452t+4t3):0.

Khai trién f theo s va t, ta dudc:
f(x(s, t),y(s, t),z(s,t)) = (s> — t2)> + 45°t? — (s> + t?)2 = 0.

Do dé
of of



5.3 Dao ham c6 hudng (directional derivative) - Gradient

Nhu da dé cap, dao ham riéng cla ham sb f theo bién x; 1a do bién thién cla f theo truc
thit / trong khéng gian n chiéu. Mét cach tu nhién, ta dit cau hoi: Liéu su bién thién cua
f theo mét huéng bat ki, khéng triing véi cac truc cé san duoc do nhu thé nao? Khai
niém Dao ham cé huéng gilp ta gidi quyét cau hoi trén.

Dinh nghia 5.10 (Dao ham c6 hudng). Cho hamsb f : R” — R, diém x* = (x{, x5, -+ ,x}) €
R” va vector u € R”. Khi d6 Pao ham theo huéng u cta f tai x° dugc tinh theo cong thic:

. . fF(X*+ hu) —f (x*

néu gi6i han bén phai ton tai. Néu khoéng, ta néi ham sé f khéng kha vi theo hudng u tai x*.

Dinh nghia 5.11. Ham s6 7 : R” — R dugc goi 1a kha vi (bac 1) tai x* néu nhu f kha vi
theo moi huéng va Dyf lién tuc tai x* véi moi u.
Nhan xét 5.12. Néu dinh nghia ham £, : R — R bdi fy(t) = £ (x* + tu) , thi

Duf (x) = %(o).

Nhan xét 5.13. Day |a moét hudng téng quat tu nhién cho khai niém dao ham riéng. Thuc

chat, néu {e1,ep, -, e,} 1a hé co sé chinh tic! cla R”, tic 13
ej = 0, Vi#;
e = 1, Vi<n,
Khi dé: of
Def =——, Vi<n.
OX;

Vi du 5.14. Dao ham theo huéng (a, b) ham sb f(x,y) = x% + y? la:

i (x+ah)>+ (y + bh)? = x> —y? “m2axh+h2+2byh+h2

h—0 h h—0 h
= 2ax+ 2by.

Nhan xét 5.15. Trong vi du trén, c6 thé thdy véi moi u = (a, b),
[2x] Ja] | [A&(xy)
ot = o] [ = [5G0

Diéu xdy ra & nhan xét 5.15 thuc chat ding véi moi ham sb kha vi va vector u. Ta cé dinh ly
quan trong sau:

Dinh ly 5.16 (Coéng thiic dao ham c6 hudng). Cho f : R" — R la mét ham sé6 thuc n bién

¢ di dao ham riéng trén mot lan can cua diém x° = (x9,x8, -+, x9). Khi doé véi moi vector
uc R", Dyf tén tai va:
fu (x°)
0
X
Dyf = Xz(_ ) -u=Vf£-u.
o (X°)

1 Khai niém co s& va hé co s& chinh tic n3m trong bai gidng Dai s6 Tuyén tinh
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Dinh ly trén con cho ta diéu kién can va du dé moét ham sb kha vi bac 1:

Hé qua 5.17. Ham s6 f : R" — R kha vi tai x* € R” khi va chi khi fx, xac dinh va lién tuc tai
x*véimoii=12 ..., n.
Vi du 5.18. Néu f : R? — R thi dao ham cé huéng clia né la:
of of
Dyf = &U1+@UQZV'U,

véi u = (u1, up) la vector don vi.

Su xuat hién bat bién cua dai luong V trong moi cong thiic dao ham cé huéng dan dén dinh
nghia sau:

Dinh nghia 5.19 (Gradient). Dai lugng V£ trong dinh ly 5.16 dugc goi la gradient cua f tai
diém x9:
fu (x°)
oo [0
o (x°)
Luu y. V£ 1a mét ham tur R” dén R".

Vi du 5.20. Ham sb f(x,y) = x® + y? sé c6 gradient 1a Vf = Eﬂ

)% Dao ham bac nhét theo

Vidu 5.21. Xét ham s6 f: R = R, f(x) = (x2 +2x5 + 3x3
x clia ham sb do Ia
[Of (x)]

~1/2
3?')(1) x1 (X2 +2x3 +3x3)
X _
Vf(x) = B 2x0 (X2 +2x3 4 3x3) 1/2
2
OF) | |3xs (2 + 28 +3:8) /7
L @Xg, .

5.4 Dao ham ctia ham nhéan gia tri vector - Ma tran Jacobi

Xétf:R — R™:
fi(x)
f>(x
f) = | 2
fn(x)
Dao ham ctia ham sb nay theo x la mét vector cot nhu sau:
fi(x)
df , [ B(X)
dx .
(%)
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Két hop biéu dién trén véi khai niéem gradient, ta duoc céng thic téng quat cho “dao ham”
clia mét ham sb tu R” dén R™ nhu sau:

Dinh nghia 5.22 (Ma tran Jacobi). Cho ham s6 f : R” — RR™ véi cac ham thanh phan
fi:R" - R,i=1,2,---,m. Cic dao ham riéng bac nhat cta ham nay (néu ton tai) sé dugc
xép thanh moét ma tran co kich thuéc m x n, dugc goi la ma tran Jacobi (Jacobian) cua f:

[0f1(x) 8f(x) of(x) |
ox1 ox: ox
0h(x) 9hH(x) of(x)
k£ | o e 00 | R
Ofm(x)  Ofm(x) Ofm(x)
L 8X1 8X2 aXn

Nhan xét 5.23. Ma tran Jacobi con cé thé duoc viét dudi dang sau:

Vfl(x)T
Hr(x)"

= | TP [ X Xy X
Vin(x)"

Nhan xét 5.24. Cho ham f : R” — IR kha vi tai x va vector u € R"”. Dao ham theo hudng
u cuta f tai x chinh la:

Dufl (X)
Dufg (X)

D.f (x) = = J¢(x) - u.

Dy f,; (x)

5.5 Dao ham bac hai - Ma tran Hessian
Tu dinh nghia 5.22, ta cé thé suy ra céng thic tim dao ham bac hai cla mét ham s6 R” — R
bang céch coi gradient (dao ham bat nhit) nhu mot ham R” — R”.

Dinh nghia 5.25 (Ma tran Hessian). Dao ham bac hai (Hessian) clia ham s6 f : R” — R,
néu tat cd dao ham riéng bac hai clia f ton tai va lién tuc trén mién xac dinh, duoc dinh nghia
va sap xép nhu sau:

o f o f & f

6_X12(X) O0x10x () - 0x10xp, x
7 T gal

Hf (X) A aXanl 8X22 aanx,,
0%f o0%f 0%f

| Ox,0x1 X Oxp0Xo X)) oo G_X,%(X) J
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Trong truong hop f 1a moét ham vector R” — R, tap hop cac dao ham riéng bac hai khong
phai 1a mét ma tran n x n ma 1a mot tensor bac ba. N6 c6 thé duoc biéu dién don gidn dudi
dang mot vector gém m ma tran Hessian, m&i ma tran con la mét ham thanh phan cta f

H(f) = [H(fi) H(R) ... H(fn)].
Cilng nhu dao ham bac mét, ta cling cé khai niém dao ham bac 2 theo hudng, ducc dinh
nghia mdt cach tuong tu:

Dinh nghia 5.26. Cho ham s6 f : R” — R kha vi bac 1 tai diém x* € R” va vector u € R".
Dao ham bac 2 tai x* cia f dugc tinh theo cong thtc:

. . Duf (X* + hu) — Dyf (x*)  d?f (x* + tu)
Duf (x7) = fim = TR a2 0

néu gidi han trén ton tai.

Dinh nghia 5.27. Him s6  : R” — R kha vi bac 2 tai x* € R" néu D&f xac dinh va lién tuc
tal x* véi moi u € R".

Vidu 5.28. Hamsb f(x,y,z) = x>+ y>+ z3xacdinh tren R ¢6 Vf(x,y,z) = [3x> 3y? 322]T

Véiu=1[a b c]' tacs

Duf(x,y,z) = 3ax? + 3by? + 3cz?

VDuf(x,y,z) = [6ax 6by 6CZ]T

Daf(x,y,z) = VDuf(x,y,z) -u = 6a°x + 6b%y + 6c°z

Dinh ly quan trong sau lién hé ma tran Hessian va khai niém dao ham bac 2.

Dinh Iy 5.29. Cho ham s6 f : R” — R, diém x* € R" va vector u € R". Néu D>f (x*) tén
tai thi

D2f (x*) = u" H(f)u
Chttng minh sé danh cho ban doc.

Vi du 5.30. Ham sb f(x,y, z) = x>+ y3 + 23 xac dinh trén R c6

6x 0 O

H(f)=|0 6y 0

0O 0 6oz
, L. T
Do d6, véiu= [a b c]

6x 0 O a

Dif(x,y,z)=1[a b c|] |0 6y 0| |b| =6a°x+6b%y+6c°z
0 0 6z] |c

Ta thu duoc cung két qua véi vi du 5.28.



Tu dinh ly 5.29, ta c6 hé qua tuong tu véi hé qua 5.17:

Hé qua 5.31. Mot ham s f : IR” — R kha vi bac 2 tai x* € R” khi va chi khi fx xac dinh
va lién tuc taix* véimoi i, =1,2,..., n.

Nhan xét 5.32. Khong gidbng nhu dao ham bac 1, viéc cdc dao ham riéng bac 2 fx,x; xac dinh
va lién tuc 13 khéng di dé ham sb kha vi tai mot diém. Ta can cac “dao ham bac 2 két hop”
dang fX,.Xj.

Day ciling la moét trong nhitng khd khan chinh cho viéc xay dung khai niém dao ham bac 2
tl cadc dao ham riéng. Ta c6 thé dé dang dinh nghia dao ham riéng bac 2 theo x; va X; bang
cong thic dao ham riéng 2 1an, tuy nhién ta khong thé tim mét giai thich truc quan nhu “coi
cac bién khac 1a hang s6, dao ham theo x;” nhu trudng hop bac 1. Viéc dinh nghia Hessian
truéc théng qua ma tran Jacobi, ma bat ngudn 13 dao ham clia ham vector, cho ta mét con
duong “thdng thém” hon dan t6i khai niém dao ham bac 2. Mét céch truc quan, dao ham bac
2 chinh Ia “dao ham cla dao ham bac 1".

5.6 Thi tu cia dao ham riéng bac 2 - Dinh ly Schwarz

Trong vi du 5.4, ham s6 f(x,y) = x*+ x%y + y3 — 1 c6 fyy = fyx = 2x. Su dbi xiing nay
khong phai ngau nhién. Ta cé dinh ly sau:

Dinh ly 5.33 (Schwarz). Néu ham s6 f : R" — R kha vi bac 2 tai x* € R",ta ¢

o°f (x) = o°f x")
Ox;0x; ~ Ox;0x

Chting minh sé danh cho ban doc.
Hé qua 5.34. Ma tran Hessian clia ham kha vi bac 2 1a ma tran dbi xiing
Su dbi xting clia ma tran Hessian gitip ta dé dang tim cac tri riéng cla n6 hon binh thudng, va
ching déu 13 s6 thuc. Tinh chit nay sé duoc nhiac dén trong phan 6, Cuc tri ham nhiéu bién,
cu thé 13 trong Dinh Iy dao ham bac 2.

Bai tap

Bai tap 5.1. Tim Vf va Dyf(x0, yo) Vi

(@) f(x,y) = x%2+xy +y?, (b) f(x,y) = sinxcosy + siny cos x,
u=(1,2), u=(1,
(x0, y0) = (1, -1). (x0.¥0) = (0,0).

Bai tap 5.2 (Khé). Phat biéu va chiing minh cach tim phuong trinh mdt phang tiép
xtic d6 thi ham sb f : R — R tai diém (xp, o). Goi y: st dung gradient.

Bai tap 5.3 (Khd). Chiing minh dinh ly 5.16 st dung dinh nghia 5.10 cia dao ham cé
hudng va dinh nghia 5.1 ciia dao ham riéng.
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Bai tap 5.4. Tim ma tran Jacobi ctia ham sb f : R3 — R? va tinh gia tri cla né tai
(1,2,3):

f(x,y. 7) = [x+y+z} |

Xy z
Bai tap 5.5. Tim ma tran Hessian ctia ham s6 f : R® — R:

f(x,y,z) =x>+y>+ 23— 3xyz.



6 Cuc tri ham nhiéu bién
6.1 Khai niém

Tuong tu véi ham mot bién, dbi véi ham nhiéu bién ta ciing c6 cdc khai niém cuc dai/cuc tiéu
toan cuc/dia phuong.

Viéc tim cuc tri cta ham nhiéu bién |3 cbt 16i clia cac bai todn tbi uu hda trong Todn (ing
dung, Machine Learning ciing nhu nhiéu nganh khoa hoc/ky thuat khac.

Trong cdc dinh nghia va két qua sau, D la moét tap hop con cla R”.

Dinh nghia 6.1. Cho ham s6 f : D — R. M6t diém x* € D dugc goi la mot diém cuc dai
toan cuc cta f néu f (x*) > f (x) véi moi x € D.

Dinh nghia 6.2. Cho ham sé f : D — R. Mot diém x* € D duoc goi 1a mét diém cuc tiéu
toan cuc cta f néu f (x*) < f (x) véi moi x € D.

Trudc khi dinh nghia cuc tri dia phuong, ta bat dau véi khdi niém 1an can. Nhu da biét, |an
can clia x € R 1a mét khodng (x — €, x + €) nao dé. Trong khéng gian n chiéu, ta khong cé
khai niém so sanh giita 2 diém, do vay khéng thé dinh nghia khoang va doan nhu trong R. Tuy
nhién, néu chi nhin vao ban chat cla khai niém |an can 13 tap hop cac diém nam gan x, ta ¢
thé dinh nghia 1an can trén khoéng gian n chiéu bang quan hé khoang cach.

Dinh nghia 6.3. Mot 1an can cla diém x* € R” 1a mot tap hop B, (x*) = {x: ||x — x*|| < r}.
Luu y. Khai niém lan can dugc dinh nghia khac trong topo va giai tich chuyén sau. Trong tai
lidu nay, chiing toi chi st dung mdt dinh nghia c6 phan “tam bg” cho tir 1an can nham gidp

ban doc tiép thu cdc kién thic vé cuc tri mot cach dé dang. Néu st dung khdi niém chuan cla
lan can ta van duoc cac két qua tuong dong véi cac két qua trong tai liéu nay.

Dinh nghia 6.4. Cho ham s f : D — R. Mot diém x* € D duodc goi la mot diém cuc dai dia
phuong clta f néu ton tai r > 0 sao cho B, (x*) C D va f (x*) > f (x) véi moi x € B, (x*).

Dinh nghia 6.5. Cho ham s6 f : D — R. Mbét diém x* € D duoc goi la mot diém cuc
ti€u dia phuong cta f néu tdn tai r > 0 sao cho B, (x*) C D va f (x*) < f(x) v6i moi
x € By (x*).

Trudc khi dén véi cac phuong phap tim cuc tri, ta dinh nghia khdi niém mién trong clia mét

tap hap.

Dinh nghia 6.6. Mién trong clia mot tap hop D C IR” 13 tap hop sau:
D°={xeD:3r>0:B¢f(x) C D}.

Ranh giéi cua D |a phan con lai: 8D = D\ D°.

Nhan xét 6.7. R6 rang cuc tri dia phuong chi c6 thé xuat hién véi cdc diém & mién trong cla
tap xac dinh. Trén thuc té, cdc ham sb can duoc tbi uu hdéa xuat hién trong cac bai todn Ung
dung, bao gdm Machine Learning, déu c6 tap xac dinh ma mién trong chiém phan I6n. Do dé
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ban doc khéng can qua ban tdm vé viéc tim mién trong cla tap xac dinh. Trong dai da sb cac
trudng hop, viéc xac dinh mién trong la tuong déi dé dang.

6.2 Dinh ly dao ham bac nhit

Dinh ly sau cho phép ta xac dinh moi diém thudc mién trong cé khd nidng la cuc tri dia phuong.
Tuy chi dp dung duoc cho ham kha vi bac 1, dai da s6 cdc ham duoc dung trong thuc té déu
kha vi bac 1 nén cé thé ap dung duoc.

Dinh ly 6.8 (Dinh ly dao ham bac nhat). Cho ham s6 f : D — R kha vi bac 1. Néu x* € D°
la mot diém cuc tri dia phuong thi Vf (x*) = 0.

Vi du 6.9. Ham s6 f(x,y) = x? + y? xac dinh trén R cé duy nhit mot diém cuc tri dia
phuong (cling 1a cuc tiéu toan cuc) 1a (0,0). Ta cé:

-]
o) 01

Y tudng chitng minh. Néu f (x*) 1a cuc dai dia phuong (tuong tu véi cuc tiéu), xét ham s
fi : R — R sao cho

V£(0,0) = Eﬂ

A(x)=Ff(x, %5, x5,..., x*) .
Khi d6 dé thay X7 la mot diém cuc dai dia phuong cla f;, do dé

Cdf L. of
0= T () = 5 ().

Lam tuong tu véi x5, X3, .. ., x*, ta c6 diéu phai ching minh. n

Dén day, ta cé thé nghi rang, moi diém thda man Vf = 0 déu 1a mét cuc tri dia phuong. Tuy
nhién, tuong tu nhu truong hop 1 bién, moét s6 diém cé thé lam cho Vf = 0 nhung van khong
phai cuc tri dia phuong.

Vi du 6.10. Ham s6 f(x,y) = x>+ y3 théda man V£(0,0) = 0 nhung diém (0, 0) khéng phai
la cuc tri dia phuong.

Vi du 6.11. Ham s6 f(x,y) = x? — y? thda man V£(0,0) = 0 nhung diém (0, 0) khong phai
la cuc tri dia phuong.

Vay sé c6 nhiing diém thda man gradient bang 0 nhung khéng phai 13 cuc tri dia phuong.
Nhitng diém nay goi |2 Diém yén ngua.

Dinh nghia 6.12. Cho ham s6 f : D — R kha vi bac 1. Diém x* € D° |a mot diém yén ngua
néu V£ (x*) = 0 nhung x* khéng phai la mét cuc tri dia phuong.

Sau day ta tim hi€éu mot loai diém yén ngua dac biét, sé cé y nghia trong viéc tim hiéu cac
tinh chat quan trong cla cuc tri dia phuong.

Trong vi du 6.11, Vf = [2x —2y]T.
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Dao ham theo hudng e; = Lﬂ 1a De,f(x,y) = 2x. De,f d&i dau tir am sang duong khi di

qua (0,0), do dé (0,0) I3 mot diém cuc ti€u dia phuang theo hudng e;.

Pao ham theo hudng e; = E] 1a De,f(x,y) = —2y. De,f d&i dau tir duong sang am khi di
qua (0,0), do dé (0,0) la mot diém cuc dai dia phuong theo hudng e;.

Sau day ta lam ré khai niém cuc tri theo hudng, va nhitng hé qua quan trong cta nd trong
viéc tim cuc tri dia phuong.

Dinh nghia 6.13. Cho ham s6 f : D — R kha vi bac 1 va vector u € R”\ {0}. Diém x* € D°
la mot cuc dai/tiéu dia phuong theo huéng u néu ham sb sau

fu(t) = f (X" + tu),

dat cuc dai/tiéu dia phuong tai t = 0.

Khai niém cuc tri theo huéng nay gilp ta lam ré thém ban chit cla cic diém cuc tri dia
phuong. Ta cé dinh ly sau:

Dinh ly 6.14. Cho ham s6 f : D — R kha vi bac 1. Diém x* € D° la mét diém cuc dai (cuc
tiéu) dia phuong khi va chi khi véi moi vector u € R"\ {0}, ham s6 theo t sau
df (x* + tu)
dt
doéi dau tir > 0 sang < 0 (tor < 0 sang > 0) khi di qua 0.

= Dyf (X" + tu) = Vf (x" + tu) - u,

Dbi v6i cac ham kha vi bac 2, su déi diu thuc chit 13 su tdng/gidm qua O khi t tiép can 0. Tu
dé ta dén vaéi diéu kién bac 2 & phan tiép theo.

6.3 Dinh ly dao ham bac 2

Xuat phat tur dinh ly 6.14 va dinh ly 5.29, ta c¢6 dinh ly sau:

Dinh ly 6.15. Cho ham s6 f : D — R kha vi bac 2. Diém x* € D° théa man V f (x*) =0 /a
mot diém cuc tiéu dia phuong néu

u"H(f) (x*)u>0, YueR"\ {0}
va la mét diém cuc dai dia phuong néu

u"H(f) (x)u<0, YueR"{0}.
Néu ton tai ca u,v € R"\ {0} sao cho

u H(f) (x)u <0< v H(f) (x*) v,

thi x* 1a mét diém yén ngua.

Ta phat biéu khéng chiing minh dinh ly sau:
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Dinh ly 6.16. Cho ma tran déi xiing M € R"™™", khi do

*u' ' Mu>0 YucR" < moitririéng cia M déu duong. Ta néi M xac dinh duong.
*u ' Mu<0, YueR" <= moitririéng cia M déu dm. Ta néi M xac dinh am.

* Ju,ve R\ {0} :u"Mu<0<v Mv < M c6 c3 tri riéng 4m Ian duong.

*u'Mu>0, YueR" < moitririéng ctia M déu khéng m. Ta néi M nita xac dinh
duong. Néu 3u € R\ {0} : u" Mu = 0, 0 1a mét tri riéng ctia M.

*u'Mu<0, YueR" < moitririéng cia M déu khong duong. Ta ndi M nira xac
dinh am. Néu Ju € R\ {0} : u’ Mu = 0, 0 /a mot tri riéng ctia M.
Két hop 2 dinh Iy trén, ta cé dinh ly cudi cung.

Dinh ly 6.17 (Dinh ly dao ham bac 2). Cho ham s6 f : R" — R kha vi bac 2 va diém x* € D°
théa man Vf (x*) = 0.

* Néu ma tran H(f) (x*) xdc dinh duong, x* la mét diém cuc tiéu dia phuong.
x Néu ma tran H(f) (x*) xdc dinh am, x* la mét diém cuc dai dia phuong.
*x Néu ma tran H(f) (x*) ¢6 ca tri riéng 4m lan duong, x* la mét diém yén ngua.

Vi du 6.18. O vi du 6.11, (0,0) I3 diém diing ctia f va Hessian cta f tai (0,0):
2 0
H(f =
QIR A
c6 hai tri riéng 1a 2 va —2 nén (0, 0) la diém yén ngua cla f

Vi du 6.19. Ham s6 f(x,y) = }L ((1 )+ (1 —y2)2) c6

Vi(x,y)= (—x(l —x?), —y(1 —y2)) ,
do dé cac diém dung cla f la:

(—1,-1),(~1,0), (=1,1), (0, —1), (0,0), (0, 1), (1, 1), (1,0), (1, 1).
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Ma tran Hessian ctia f xac dinh bdi:

—1+ 2x2 0 ]

H(f)(x.y) = 0 1422

* Bon diém (—1,—1),(-1,1),(1,-1),(1,1) la céc diém cuc ti€u boi:

H(F)(=1,—1) = H(F)(=1,1) = H(F)(1, =1) = H(F)(1,1) = E g} |

* (0,0) la cuc dai dia phuong cua f:

* Bén diém (0,-1),(0,1),(—1,0),(1,0) la cac diém yén ngua clia f boi:

H() (0, ~1) =H(NE.1) = |1 ]
H(f)(~1,0) = H(f)(1,0) = g _01_

Nhan xét 6.20. Dinh ly 6.17 khéng nh3c téi trudng hop ma tran Hessian 13 nira xac dinh
am/duong véi tri riéng 0. Ly do |3 vi nhiing di€ém véi ma tran Hessian c6 mdt trong 2 tinh
chat nay c6 thé la diém cuc tri hoic yén ngua.

Gid sir H(f) (x*) nta xac dinh duong véi tri riéng 0. Khi d6 néu vector u thda man
u"H(f) (x*)u >0,

thi x* sé 1a cuc tiéu dia phuong theo huéng u. Tuy nhién, véi cdc vector u théa man
u"H(f) (x*)u =0,

ta khong thé suy ra gi (gibng nhu phép thir dao ham bac 2 v6i ham 1 bién). Do d6 vé téng
thé ta khong c6 két luan gi khi ma tran Hessian nita xac dinh am/duong véi tri riéng 0.

Bai tap
Bai tap 6.1. Tim mién xac dinh D C R? clia ham hai bién f va khdo sat cuc tri cla
ching:
2 s R
_ ~ gy — 4L — - D,

* 3x° —9xy + 3 3y x Ty

*x 2Xxy — X2, x e,

* X%y —2xy + 2y? — 15y. . x2— e

% x3 —6x2 +9x — 15y3 + 5y — 5. * (y —2) In(xy).
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Bai tap 6.2. Tim tit ca cdc diém ding (stationary point) cla cac ham hai bién dudi
day (trén tap xdc dinh). Dung phép thir bac hai dé xac dinh cac cuc tri dia phuong va
diém yén ngua:

* xIn(y) — yIn(x). x e

\ PP * xIn(x) + yIn(y) + zIn(2).
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